Intégration par la méthode de Gauss

Notations

On noteC(|—1,1 ,R )l'algebre réelle des fonctions réelles définiescettinues suf—1,1.

On noteR[X| l'algebre réelle des polyndmes réels en l'indéteém X , et, pourn € N, on noteR , [X] le

sous-espace vectoriel d&[X| constitué des polyndmes de degrés inférieurs auxégn .

Pour P € R[X] etm €N, on noteP™ le polyndme dérivé dé& a 'ordre m .

On identifiera, polyndme et fonction polynomialsesée.
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Pour toutn € N, on posel/, = (X?—1)" et P, =——py®
@n) "
Déterminer le degré ainsi que le coefficiemhohant deP, .

Justifier que la famill3 = (7, P,....,P,) constitue une base de, [X].

n 2
En exploitant la formule de Leibniz, étainPn:_LZ[n] (X - (X +1).
' [Zn] —\k
n

Déterminer les racines dg ainsi que leur multiplicité.

En déduire les valeurs d&(1) etdeP, (—1).

En exploitant le théoréeme de Rolle, montrer fugposséde au moins racines dans I’intervall@—l,][.

Le polyndmeP, peut-il avoir d’autres racines que celles évoquéegssus ?
Quelle est la multiplicité des racinds ?

Etablir quevP,Q € R[X|, ona:

[ Promemd =3 1 [P eV 6], + C 7 [ PEe 6)d.

En déduire que pour tote R [X]| on a :fllPM(t)Q(t)dt =0

Partiell

On reprend les notations de la partie précédente.

On noteaqy,a,,...,a, les racines distinctes du polyndmes, .

1.
l.a
1.b

2.a

On consideére l'applicatiop: R , [X]— R"™ définie paryp(P) = (P(a,), P(ay),....P(a,)).
Montrer quep est un isomorphisme dR - espaces vectoriels.

En déduire que pour toyite C((—1,1 R ), il existe un unique polyndm® € R [X] tel que pour tout
1€ {0,1,... n} on ait P(a,) = f(a,) . On noteraP = P, cet unique polyndme déterminé par

Pour touti € {0,1.... ,;n}, on poseL, = ﬁ(X—ak) :
k=0

k=i

Pouri,j€{0,1,.. n}, calculerL,(a;) .
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Justifier que la famill€ = (L,,L,....,L,) forme une base d&  [X].

Soit f € C(—11 R).

Exprimer les composanteg, \,,...,A, de P, dans la bas€ a l'aide des valeurs d¢ etdel, ena, .

Pourf € (~1,1 R), on pose[(f):f_llf(t)dt et J(f):f_llP/(t)dt.

Montrer que/(f) peut s’écrireJ(f) = Zuéf(ai)

i=0
avec des réelg, qu’'on exprimera en fonction dds et desa, .
Observer qud : f — J(f) estune forme linéaire sui(—1,1 R).

Montrer que sif est une fonction polynomiale de degré inférieur alors J(f) = I(f).

On suppose maintenant gfieest une fonction polynomiale de degré infériei@nat 1.

En réalisant la division euclidienne depar P, ,, montrer qu’on a encoré(f) = I(f).

Etablir que leg:, sont strictement positifs.

Soit f:[~1,1 — R une fonction de classé***. On poseM = sup|f(2”’*2) (jj.
te[-1]

Exprimer la partie réguliére du développementalylor def a l'ordre 2n+1 en 0.

Celle-ci sera notéd’, ., (f).

2M

En appliquant I'inégalité de Taylor-Lagrang¢ &tablir que :|I(f) fI(TZT,,+1(f))| < (2—+3)|
n :

. Aol 7( £ _2M
Obtenir de méme|7(f) —J (T3, ,(f))] < @nt 2

En déduire une majoration {éf)—J(f)| .



