Polyndmes factoriels

On noteR[X] la R algébre des polyndmes réels en l'indétermiiée

PourneN, R, [X} désigne le sous-espace vectoriel formé des polgadta degré inférieur a.

Pour tout polyndmeP € R[X| on poseA(P) = P(X +1)— P(X).

Partie |

l.a  Montrer queA estun endomorphisme d&[.X].

1.b  On suppose quE est un polynédme constant, précige(P) .
On suppose qudegP > 1, déterminerdegA @ )).

2. Soitn € N*. On noteA, la restriction deA au départ de&R  [X].
2.a  Justifier que\, est un endomorphisme de, [X].
2.b  Déterminer le noyau da .
2.c  Déterminer le rang puis I'image de, .
3.a  Déduire de la question précédente que I'endoinimme A est surjectif.
3.b  Justifier VP e R[X],3'Q € R[X] tel que A(Q)=P et Q(0)=0.
On définit alors une applicatioW : R[X]— R[X]| en posantV(P)=Q .
Rg: LesymboleV se lit « nabla »
3.c  Montrer queV est un endomorphisme d&[.X|.

V4
3.d Observer qu&P e R[X],YpeN,> PE)=V(P)(p+1)

i=0

Partiell
On pose :
_ _ _ m—1
p-1,p-x,p-& p XD m‘Ll):—lH(ka) pourmeN .
2' m' m' %—0

On définit par récurrencé&” pour k€ N, en posantA® = Id puis pour toutt € N, A*™ = Ao A",

l.a  CalculerA(Z,)) et A(P,) en fonction deP,

m m

_, pour toutm € N*.

1.b  Pourk,m eN. Exprimer A*(P,) selon quek<m ouk>m.

1.c  Enfin, exprimerA”* (P,)(0) en discutant selon les valeurs kien € N .
2.a  Justifier que la famillg = (P, P,,...,P,) est une base d&  [X].

2.b  Endéduire qu&P € R[X],P =) A"(P)(0)P, .

m=0

2.c  Exprimer alorsv(P) en fonction desA™(P)(0) et desP, .
3. Application :
3.a  Déterminer, sous forme factoris€¢x?).

3.b  En déduire I'expression dp i° .
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