Polyndmes de Legendre

Notations

Dans tout le probleme; désigne un entier naturel.
On noteR[X| I'espace vectoriel réel des polynomes réel enléterminéeX et R [X] le sous-espace
vectoriel formé des polyndmes de degré inférieuégai n .
On identifiera polynédme et fonctions polynomialesaciées définies SL[HLL]].
5

Pourk € N, on note d’p la dérivéek *™d’un polyndmeP .

dIk
On considére, pour € N, les fonctions polynomiales définies slrpar :
1 dU
U (z)=(z"-1)" et P (z)=——
(@) =(2"-1) @)= @

En particulier, avec les conventions usuellég (z) = P,(z) =1.
A toute fonction polynomiale” , on associe le polyndmg(P) définie surl par :

L(P)(w)=%[(w2—1)%<m)]

Partie |

Pour P,Q € R[X], on pose(P |Q) = j:llp(a})@(x)dﬂ.

1. Montrer que(.|.) définit un produit scalaire suR [X]|.

Dans tout le probléeme, on supde¢X] muni de ce produit scalaire et on nﬂ:tﬁz la norme euclidienne
associée.

2. Montrer queL est un endomorphisme d&[X .

3. OnnoteL, larestriction de lendomorphisme au départ d&R  [X].

3.a  Montrer quel, estun endomorphisme de, [X].

3.b  CalculerL (1), L (X) et L (X") pourtout2<k<n.

3.c  Former la matrice dé, relativement & la base canoniglex , X?,... X") de R [X].

4, Soit P,Q € R[X]|. Observer quéL(P)|Q)= (P |L@Q)).

Partiell

l.a  Calculer directemern, P, et P,.

1.b  Montrer queP, est exactement de degréet calculer le coefficient, de z" dansP,.

v

1.c Justifier quer,,P,,...,P, forment une base d&  [X].

2. En utilisant la formule de Leibniz pour calculegx—n((:r—l)" (:r+1)”), établir que :
1 - n ? n—k :
P@) =231 -1 @ +1)
2 k=0 k

et en déduire les valeurs d&(1) et P, (—1).
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5.c

Vérifier les relations :

1): Ul,(z)-2(n+1zU, @)=0,

2): (2*-1U!(x)— 2naU, (@)= 0.

En dérivantn +1 fois (1) et (2), montrer que la sui(®,) vérifie :
3): Pli(@)=2P(2)+ O +DP,(2),

@): L(P)=n(n+DP,.

En exploitant la relation (4) et le résultat@euestion 1.4, établir que si=n, (P, |P, )= 0.

m

Montrer que pour tou € R [X], (P,.,|Q)=0.

p
En introduisant un polyndmg de la formeH(X—ai) montrer que le polyndmé,
=1

exactement: 41 racines distinctes, toute dans I’interva}Hel,][.

possede

2

Montrer que(F,,, | P,) = (n+1)~2:2
Qa,

n

PTI,

1
A 'aide d'une intégration par parties, étabjire :||P,[* = 2— 2f 2h @ )P (@)dr .

En déduire qugp, | :ZLH'
n

Etant donné un polyndme € R[X| et F' un sous-espace vectoriel & X|, on noted(P,F) la

distance deP au sous-espace vectorigl.
Calculerd(X"*, R [X]).



