Noyaux et images itérés d’'un endomorphisme

Soit £ un K - espace vectoriel de dimension finies N*.

Soit v un endomorphisme dg .

Pour toutp € N*, u” désigne I'endomorphismeouo---ou (p termes) e’ désigne 'endomorphisme
identité notéld .

Pour toutp € N, nous notons N, =keru" et I =Imu”

l.a DéterminerN, et ] lorsqueu estun endomorphisme injectif.
On revient au cas général.
1.b  PourquoiN, et/ sont-ils des sous-espaces vectorieldde

et/

p+1

l.c  Montrer que, pourtoyteN : N, C N clI,.

p+1
2. On posen, =dimN, eti, =dim/, .

2.a  Calculemn, +i,.

2.b  Etablir qu'il existe un plus petit entier nalr tel quen, =n ;.

2.c  Justifierr<n.
3. On reprend I'entier introduit ci-dessus.
3.a MontrerqueN, =N _,etl =1 .

r+1

3.b  Plus généralement, observer que pourtoefN : N, =N etl =1 .

r+p r+p T

3.c  MontrerenfinqueZ =N, @1, .
4. Pour toutp € N, on poses, =1, —i, .
On désire montrer que la suig,) est décroissante.
4.a  Justifier I'existence d’un sous-espace vedtdietel quel/, =1, ,@® D, et déterminedimD, .
4b Etablirl , =1 _,+u(D,).
4.c  Endéduire) , <0, .



