L'anneau des quaternions

R désigne le corps des nombres réel€ de corps des nombres complexes.
M,(C) désigne I'ensemble des matrices carrées d'ordredfficients complexes.
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Partie | : Etude d’'une symétrie

Dans cette partid/,(C) est vu comme un espace vectoriel sur le c@ps
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l.a  Montrer ques est une symétrie d@ -espace vectorieM, (C).

1.b  Etablir que(/,J,K,L) est une base dQ -espace vectorieM,(C),
puis donner la matrice de I'endomorphismedans cette base.

2. On considéred et B dansM,(C).
2.a  Montrer ques(AB) =o(B)o(A).
2.b  Calculerdos(A).

2.c  Justifier que s est inversible alorg(A) I'est aussi
et exprimer alors4 ™' en fonction de la matrice(A4) et du complexeletA .

3. Exprimero(A) en fonction des matriced et I et du complexer(A4) .

Partie Il : Anneau des quaternions

Dans cette partid/,(C) est vu comme un espace vectoriel sur le c@ps
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On désigne pa#{ I'ensemble des matriced € M, (C) telle ques(A) ='A.

Les éléments dé/ sont appelés quaternions.
l.a  Montrer que les matrices d& sont les matrices pouvant s'écrire.f + 3J +vK +6L
aveca,f,7,6 des réels.

1.b  Endéduire quél est un sous-espace vectoriel Buespace vectorieM,(C).
Préciser une base et la dimensionRiuespace vectorieH .
2.a  Montrer queH est stable pour le produit matriciel.

2.b  CalculerJ? K% 1%, JK,KJ,KL,LK,LJ et JL.

2.c  Conclure queg? est un sous-anneau de I'annedi, (C),+,x) .
Le produit matriciel est-il commutatif sud ?

3.a VérifierqueVAe H,o(A)e H, trAcR et detdeR”

3.b  Montrer qu’'une matrice non nulle d& est inversible et que son inverse est déns
Ce qui précede permet de dire gteest un corps non commutatif,

Partie Il : Etude euclidienne

Pour A et B dansH , on pose :(A|B):711tr(Aa(B)+Ba(A)).

1. On considéred et B dansH .
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Prouver, sans calculs, qué¢|B)e R .

Montrer que(A | A) = detA.

Etablir que(.|.) est un produit scalaire sur IR -espace vectorieH .
Vérifier que(Z,J,K,L) est une base orthonormée He

On poseD = Vect(l) et F={A€ H/tr A=0}.

D est appelée droite des réelsFetespace des quaternions purs.

Montrer queF' est un hyperplan diR -espace vectorieH dont D est la droite normale.
Donner une base orthonormée He

On désigne par la projection orthogonale sup = Vect(l) et v celle surF'.
Pour A€ H , exprimerr(4) et v(A) en fonction ded , de I et du réeltr(A) .

Observer que est une symétrie orthogonale d’ake.
Pour toutA € H, o(A) est appelé conjugué du quaternidn

On oriente I'espacé’ de sorte que la famill¢J, K,L) soit directe.

Montrer que pour toud B€ H,ona:
r(AB)=r(A)r(B)— (w(4) |v(B)) et v(AB)=r(A)v(B)+r(B)v(A)+v(A)Av(B).



