Itérés d’'un endomorphisme

Dans ce problemé’ désigne unR - espace vectoriel de dimension finiec N*.

On note L(F) I'ensemble des endomorphismes Beet I I'endomorphisme identité dé .

On considéref un endomorphisme d& vérifiant la relationf? 2%(f+l) .
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Pour quelsy € R, peut-on avoirf =« ?
On revient au cas général.
Prouver que I'endomorphisnfeest inversible et exprimer son inverge" en fonction del etdef .

Justifier queker(f — 1) et ker(f +% I) sont des sous-espaces vectorielgide
Montrer queE = ker(f — I)® ker(f+% 1)

Calculer(f+%[)o(f—l).
En déduire queker(f+%1)= Im(f—1).

De méme, justifier quker(f —I)= Im(f+%]).

On supposdésormaigjue les endomorphismgset I sont linéairement indépendants.
Exprimerf® et f* comme combinaison linéaire deet I .

Etablir que, pour tout entier naturel il existe un couplda,,b,) de réels et un seul tel que
f"=a,f+0b,1.

Détermineray,b,,a,,b, €t exprimera, ., etb , enfonction des, etb, pourneN.
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Former une relation entrg ,,a,,, eta, .
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En déduire les expressions de et b, en fonction den pourneN.

Vérifier que lim an:Z et lim b, :%.
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On convient d’appeler limite dg' =a,.f +0b,. 'endomorphismep :g.f+%l .

Justifier quep est la projection vectorielle sker(f —I) et parallelement dm(f —1).
On formeM = {\.f + pu.I | (\ ,pu)€ R?}.

Montrer queM est une sous-algébre commutative/{g’) .

En déterminer une base et la dimension.



