Etude d’'une famille de suites récurrentes

Dans tout ce probléme désigne un réel.

On se propose d’étudier les suites rée{les,_, vérifiant une relation de récurrence du type :

neN

Pour toutn deN,u, ,, =au, + P(n)

n+l

ou P est un polynéme.
Le R - espace vectoriel des suites réelles est Roté

Un élément deR" est noté indifféremmentu, ), ., ou .
La partie | étudie le cas ofi est constant.
La partie 1l étudie le cas ou=1.
La partie Il étudie le cas ou=1.
Partie |

Dans cette partie, on pogé” = {uc€ R";3b € R,¥n € N,u,,, = au, +b} .

1.  Soitue E®. Il existe donch réel tel que pour tout deN : u,,, =au, +b .
Montrer ['unicité deb . On noterab =b, pourue E© .

2.a  DéterminerE”.

2.b  DéterminerE".

Dans le reste de cette partie, est supposé différent de 1.

3. Montrer queE'® est unR - espace vectoriel .
4, Soitz la suite constante égale a 1 (pour toutle N, z =1) et soity la suite définie, pour tout de
N, par:y, =a".

Montrer que(z,y) est une famille libre d&” . On précisera les valeurs de et b, .
5. Soitu € B©.

5oayi 2 ALy + 1Yo = u
5.a  Montrer gqu'il existg(\, 1) € R* unique tel que[)\Ieruylo_ ulo .
5.b  Montrer que pouhi et i définis & la question précédente, pour toude N,
U, = Az, + 1y, .
5.c  Que peut-on en conclure ?

DéterminerE® . On donnera en particulier la dimension 8§ .

Partie Il

Dans cette partie, on suppose-1.
On fixe un entier naturep . On noteR [X} le R - espace vectoriel des polyndmes a coefficierts e

degrés inférieurs ou égauxza
On pourra confondre polynéme et fonction polynomial

On poseE"” ={ucR";IPeR [X],Vn€N,u,,, =au, + P(n)}

l.a  Onconsidére 'applicatiop de R [X] dansR*** définie par :p(P)=(P(0),P(1)....P (p))).
Montrer quey est un isomorphisme dR - espaces vectoriels.

1b  Soituc E” . llexiste PR [X] tel que :VneN,u
Montrer I'unicité de P . On noteraP = P, pouru € E".

=au, +P(n).

n+1

2. Montrer queE™ est unR - espace vectoriel .



5.a
5.b

6.a
6.b

Montrer que I'applicatiord définie surE'” par 6(u) = P, est une application linéaire d&” dans
R, [X].

Déterminerkerd (noyau ded).

Pourk € N, on poseQ, = (X +1)" —aX".

Quel est le degré dg ?

Montrer que la famillé@,,@,.....Q,) est une base d& [X].

Montrer que pour tout dans{O,l,... ,p}, @, est dans I'image dé , notéelmé .
Que peut-on en conclure ?

Déduire des questions précédentes la dimensidi{’d.

Pourk€{0,1,.. p}, on posez®” la suite définie, pour tout de N, par :z) =n".
On rappelle que;y est la suite définie, pour tout de N, par 1y, =a".

Montrer que(z®,...,z*y) est une base dB"" .

Application : déterminer la suite, ), ., Vverifiant :
VneNw,  =2u, —2n+5
Uy =—2 '
Partie Il

Dans cette partie, on suppose que 1.

1.

En adaptant les résultats obtenus a la paéedente, déterminer :
EP ={ueR"3PeR,[X],¥neN,u,,, =u, +P®)}.

Application : déterminer la suit, ), ., Vérifiant :
{vn € N,Un+1 = un - Gn’ +1

Uy =—2

neN



